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Estadística bayesiana

Ø De una manera muy esquemática puede decirse que para los frecuentistas

(estadística clásica), la probabilidad se considera como el límite de la frecuencia

relativa cuando se realiza un experimento de manera repetida un número muy

grande de veces en condiciones idénticas.

Ø Para los Bayesianos en cambio, la probabilidad es la medición fundamental de la

incertidubre y este concepto subjectivo de probabilidad debe construirse con juicio

científico.
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Estadística bayesiana

Ø En un modelo Bayesiano, generalmente queremos las distribuciones a posteriori

para nuestros modelos (por ejemplo, la distribución de los parámetros dados los

datos), o distribuciones predictivas a posteriori (para extrapolación/predicción – la

distribución de nuevos valores dados los observados).
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Estadística bayesiana

Ø La distribución a posteriori es igual a la probabilidad de observar los datos

multiplicada por la distribución a priori de los parámetros (o priors), con una

constante de normalización (de manera que la integral a posteriori es igual a 1).

Ø De forma más simplificada (sin tener en cuenta la constante de normalización)
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Estadística bayesiana

𝜃 es el vector de parámetros.

𝑝 𝑦 𝜃 se conoce como likelihood (es el modelo).

𝑝 𝜃 es la distribución a priori, o priors.
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Estadística bayesiana

Ø La elección de los priors a utilizar en cada caso es una elección subjetiva y que a

menudo debe ser decidida basándose en el juicio de los expertos y del tipo de datos

de que se disponga.

Ø Cuando una distribución a posteriori es de la misma familia que la distribución a priori

utilizada se habla de distribuciones conjugadas.

Ø La ventaja de su uso es que los "prior" tienen buenas propiedades matemáticas para

el cálculo de las distribuciones a posteriori.

Priors conjugados
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Estadística bayesiana

Ø En una aproximación frecuentista (estimación) a menudo maximizamos la

probabilidad de los datos (es decir, el likelihood) utilizando métodos numéricos, como

el de Newton-Raphson u otros, para obtener una estimación puntual de un parámetro

determinado (que vemos como no aleatorio – es decir, fijo - pero desconocido).

Ø En una aproximación Bayesiana (computing o inferencia) obtenemos una

distribución a posteriori para el parámetro (que se considera como una variable

aleatoria), para el que podemos proporcionar estadísticos de resumen (media,

mediana o moda) y cuantiles para obtener directamente intervalos de credibilidad.
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Estadística bayesiana

Ø El problema en la aproximación Bayesiana, es que mientras que la verosimilitud y la

distribución a priori son fáciles de obtener, 𝑝 𝜃 𝑦 suele ser analíticamente

inabordable (especialmente cuando no se utilizan priors conjugadas).
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Bayesian computing

Ø Nos interesa obtenir la distribución (marginal) a posteriori, 𝑝 𝜃 𝑦 :

𝑝 𝜃! 𝑦 = %%…%𝑝 𝜃 𝑦 𝑑𝜃(#!)

donde 𝜃(#!) denota el vector 𝜃 excluyendo la componente i.
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Bayesian computing

Ø En general, las integrales son intratables y se utilizan métodos numéricos como las

cadenas Markovianas de Monte Carlo (MCMC) para simular muestras de las

distribuciones condicionales y calcular la distribución marginal de cada parámetro de

interés.

Ø Una secuencia de variables aleatorias forma una cadena de Markov si

Ø Es decir, condicionado al valor de , es independente de , ...,
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Ø Existen varios algoritmos para diseñar cadenas de Markov.

Ø Entre ellos, el algoritmo ‘Gibbs sampling’ es uno de los más sencillos de las MCMC.

Ø Pero, también existen otros: Metropolis, Metropolis-Hastings, etc.
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Gibss sampling

Ø Sea , un vector de parámetros desconocido

1. Se escogen valores iniciales para los componentes.

2. Se muestrea a partir de

Se muestrea a partir de

Se muestrea a partir de

3. Se repite la etapa 2 muchas veces. Si el número de repeticiones es muy grande se

obtindrá una muestra para .
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Bayesian computing

Ø Nos interesa obtener la distribución (marginal) a posteriori, 𝑝 𝜃 𝑦 :

𝑝 𝜃! 𝑦 = %%…%𝑝 𝜃 𝑦 𝑑𝜃(#!)

donde 𝜃(#!) denota el vector 𝜃 excluyendo la componente i.
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Bayesian computing

Ø Las MCMC se han desarrollado en programario como WinBUGS.

Ø MCMC es lento, no escala bien (es decir, los resultados no son invariantes a cambios

de escala y/o tamaño de la muestra) y, para algunos modelos complejos, puede fallar

(el modelo no convergirá). El programario más reciente (JAGS, Stan) ha intentado

hacer frente a estos retos.
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Bayesian computing

Ø Alternativa INLA (Integrated Nested Laplace Approximations).
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INLA

Ø MCMC es un método asintóticamente exacto mientras que INLA es una aproximación.

Ø Empíricamente, el error MCMC y el error INLA suelen ser muy similares, como se ha

demostrado en muchos estudios de simulación.
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Regresión lineal simple Regresión de Poisson con efectos aleatorios (no estructurados) en la constante
https://www.precision-analytics.ca/articles/a-gentle-inla-tutorial/
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Random field, Gaussian field (GF), Gaussian Markov Random Field (GMRF)

Ø Cuando se trata de inferencias bayesianas para GMRF, es posible utilitzar INLA (en

lugar de MCMC).
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Cameletti M, Lindgren F, Simpson D, Rue H. Spatio-temporal modeling of particulate matter concentration through the SPDE approach. AStA Adv Stat Anal. 2013; 97(2):109–131. doi: 10.1007/s10182-012-0196-3.

INLA
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Random field, Gaussian field (GF), Gaussian Markov Random Field (GMRF)

Ø Gaussian field (GF).
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GF, Big n problema, Gaussian Markov Random Field (GMRF)

Ø Supongamos que tenemos datos de incidencia de la COVID-19 en 6 áreas de salud,

con la siguiente distribución geográfica:
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GF, Big n problem, Gaussian Markov Random Field (GMRF)

Ø Nos interesa, entre otras cosas, estimar la velocidad de transmisión de la COVID-19

entre estas áreas de salud (es decir, la correlación).

Centro de Investigación Biomédica en Red
Epidemiología y Salud Pública

Centro de Investigación Biomédica en Red
Epidemiología y Salud Pública

Centro de Investigación Biomédica en Red
Epidemiología y Salud Pública

INLA

5. Introducción a INLA y R INLA



27

GF, Big n problem, Gaussian Markov Random Field (GMRF)

Ø Nos interesa, entre otras cosas, estimar la velocidad de transmisión de la COVID-19

entre estas áreas de salud (es decir, la correlación).

Ø Es una matriz ‘densa’, con 36 parámetros desconocidos (¿podrían ser más de 36? ¿Qué

pasaría si fuesen 36x2=72?).
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Gaussian Markov Random Field (GMRF)

Ø Para solucionar el Big n problem, los GMRF imponen a los GF el supuesto de

independencia condicional. Por ejemplo, ‘sólo’ hay una correlación directa entre los

vecinos.

Ø En este caso, estimaremos las correlaciones (1,2), (1,4), (1,5), (2,3), (2,5), (2,6), (3,5), (3,6),

(4,5), (4,7), (4,8), (5,6), (5,7), (5,8), (5,9), (6,8), (6,9), (7,8) i (8,9).

Ø Hemos pasado de 36 a 19 parámetros.
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Gaussian Markov Random Field (GMRF)

Ø En este caso, estimaremos las correlaciones (1,2), (1,4), (1,5), (2,3), (2,5), (2,6), (3,5), (3,6),

(4,5), (4,7), (4,8), (5,6), (5,7), (5,8), (5,9), (6,8), (6,9), (7,8) i (8,9).

Ø Se dice que es una matriz dispersa (sparse).
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Gaussian Markov Random Field (GMRF)

Ø Si, además de estar correlacionados solo los ‘vecinos contiguos’, la correlación es la

misma para todos, la estructura se denomina CAR (Conditional autoregressive).
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Gaussian Markov Random Field (GMRF)

GLMM 𝑙𝑛 %!
&#%!

= 𝛽'! + 𝛽&𝑥&! + 𝛽(𝑥(!

𝛽'!= 𝛽' + 𝜂!
𝑉𝑎𝑟 𝑦𝑖 𝑥𝑖 = 𝜙𝜇𝑖 1 − 𝜇𝑖

Ø El modelo es un modelo latente Gaussiano si todos los parámetros tienen una

distribución conjunta Gaussiana, es decir (𝛽', 𝛽&, 𝛽(, 𝜂!, 𝜙) ~𝑁 0, Σ .

Ø Si suponemos independencia condicional de las observaciones de xi, el modelo

latente Gaussiano será un GMRF.
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inla

Gaussian Markov Random Field (GMRF)

Ø Se parte de modelos jerárquicos Bayesianos especificados en dos etapas.

Ø La primera etapa consiste en el modelo observacional 𝜋 𝑦 𝑥 , donde y denota el

vector de observaciones y x son los parámetros desconocidos, los cuáles siguin un

GMRF 𝜋 𝑥 𝜃 .
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Ø Las distribuciones marginales a posteriori del GMRF,

Ø Se aproximan utilizando la suma finita (evaluado en puntos de soporte 𝜃) utilizando

ponderaciones apropiadas ∆))

𝜋 𝑥! 𝑦 =<𝜋 𝑥! 𝜃), 𝑦 𝜋 𝜃) 𝑦 ∆)

donde =𝜋 𝑥! 𝜃), 𝑦 y =𝜋 𝜃) 𝑦 denotan aproximaciones de 𝜋 𝑥! 𝜃), 𝑦 y 𝜋 𝜃) 𝑦 ,
respectivamente.
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Ø La segunda etapa viene dada por los hiperparámetros 𝜃 y las distribuciones

(marginales) a priori 𝜋 𝜃 (priors).

Ø La distribución marginal a posteriori de los hiperparámetros, 𝜋 𝜃 𝑦 , se aproxima

utilitzando la aproximación de Laplace,

=𝜋 𝜃 𝑦 ∝ 𝜋 𝑥, 𝜃, 𝑦
=𝜋* 𝑥 𝜃, 𝑦 𝑥 = 𝑥∗ 𝜃

donde el denominador =𝜋* 𝑥 𝜃, 𝑦 denota la aproximación Gaussiana de 𝜋 𝑥, 𝜃, 𝑦 y 𝑥∗ 𝜃

es la moda condicional.
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3. R INLA
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